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Introduzione

Questa tesi si propone di risolvere il seguente problema di geometria
proiettiva.

Quali sono tutte le possibili famiglie di rette dello spazio pro-
iettivo parametrizzate da P! tali che ogni coppia di rette abbia
intersezione vuota?

Eun quesito di formulazione semplice; I'unico concetto non completamen-
te chiaro ¢ “parametrizzate da P'”: la parametrizzazione scelta ovviamente
non puo essere arbitraria, ma deve avere un forte senso geometrico. Quella
scelta nel seguito ¢ quella offerta da Felix Klein nel 1870, chiamata appunto
quadrica di Klein: un’ipersuperficie di P° di secondo grado, che rappresenta
tutte le rette dello spazio proiettivo con molte proprieta interessanti.

La prima sezione costituisce un rapido richiamo ai concetti basilari di
geometria algebrica, in particolare alle varieta immerse in uno spazio affine
o proiettivo, ai punti regolari e singolari ed enuncia il teorema di Bézout.

La seconda sezione introduce le curve astratte non singolari e dimostra
che ognuna di queste e isomorfa a una curva immersa non singolare; in questa
ottica la costruzione serve a caratterizzare le curve non singolari secondo il
loro campo delle funzioni razionali. Nel caso delle curve, tutto cio e possibile
senza addentrarsi nella teoria degli schemi.

La terza sezione definisce la quadrica di Klein a partire dall’algebra delle
forme alternanti, che permette di assegnare un invariante (a meno di costanti
non nulle) a ogni piano di uno spazio vettoriale; questo invariante puo essere
visto come un punto di P° e I'immagine di tutte le rette di P3 (cioe, di tutti
i piani di k%) & una quadrica non singolare; infine si mostreranno alcune
proprieta significative di tale quadrica.

La quarta sezione entra nel vivo del problema, introducendo due famiglie
di rette note che si comportano come richiesto dal quesito iniziale: la prima
¢ una delle due schiere di rette contenute in una quadrica liscia di P2, che
nella quadrica di Klein genera una conica liscia; la seconda ¢ la sviluppabile
delle tangenti della cubica gobba, che costituisce una quartica liscia.

Nella quinta sezione si intraprende il procedimento contrario per mostrare
che le due famiglie sono le uniche che soddisfano le richieste: si limiteranno i
casi a curve di grado minore di sei e per ogni grado si arrivera alla conclusione:
una conica rappresenta le rette in una quadrica rigata, una cubica non puo
essere soluzione, una quartica le tangenti della cubica gobba; si potrebbe
anche mostrare che una curva di quinto grado non puo risolvere il problemal'}

1Una mirabile dimostrazione di questo teorema non puod essere contenuta nel margine
troppo stretto di questa pagina.
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Notazioni

Algebra lineare

E F, G Spazi vettoriali

u, v, W Vettori

o, T Applicazioni lineari

fig Forme p-lineari alternanti
T,y p-vettori

Geometria proiettiva

2 Quadrica di Klein

% Corrispondenza tra rette di P? e punti di 2
r Cubica gobba

G(k,n) Spazio dei sottospazi di dimensione k di P™
Wi, A, U Coordinate di P!

Z; Coordinate di P?

x; Coordinate di P?

P,Q, M, N PuntidiP3

r,s,t Rette di P?

H K Piani di P3

Q Superfici di P?

Yi Coordinate di P°

) Rette di P?

C Curve di P?

I, I1p, Iy Piani contenuti in 2

b Iperpiani di P°

U; Aperti affini di uno spazio proiettivo

Geometria algebrica

A Anello dei polinomi su uno spazio affine n-dimensionale

S Anello dei polinomi su uno spazio proiettivo n-dimensionale
Cck Insieme degli anelli di valutazione discreta di K/k

X, Y Varieta affini o proiettive

am Ideali

fig Polinomi, funzioni regolari o razionali

v, P Morfismi o mappe razionali

v Valutazioni

A, B Anelli di valutazione discreta

= Curve astratte



1. Richiami sulle varieta algebriche 1

1 Richiami sulle varieta algebriche

La geometria algebrica é senza
dubbio la parte della matematica
in cui € massimo lo scarto tra le
idee intuitive che ne formano il
punto di partenza e i concetti
astratti e complessi che sono
alla base delle ricerche moderne.

Jean Dieudonne

Si richiameranno brevemente i primi concetti di geometria algebrica e
algebra commutativa utilizzati in tutto lo scritto.

1.1 Varieta affini

La base della geometria algebrica affine e costituita da due spazi: 'anello dei
polinomi in n variabili A = k[xy,...,z,] e lo spazio affine A" := k", dove
k ¢ un campo algebricamente chiuso, condizione indispensabile per garantire
I’assenza di polinomi dai comportamenti particolari e fastidiosi. Per spostarsi
tra i due spazi, dato un insieme 7' C A si considera il luogo Z(7T) di A™ dove
tutti i polinomi di 7" si annullano, mentre dato un luogo X C A" si considera
il sottoinsieme I(X') dato da tutti i polinomi che si annullano su tutto X.

Invece che considerare qualsiasi sottoinsieme di polinomi, senza perdita
di generalita si possono scegliere solo ideali: infatti, Z(T) = Z((T)) e per
ogni X, I(X) & un ideale. Un vantaggio nel considerare gli ideali di A & che
essendo tale anello noetheriano per il teorema della base di Hilbert, ogni suo
ideale ¢ finitamente generato. Si ha quindi una corrispondenza tra ideali e
sottoinsiemi dello spazio affine che inverte le relazioni di inclusione. Per creare
una corrispondenza biunivoca, ¢ necessario ridursi ai soli insiemi algebrici,
cioe ai sottoinsiemi che sono luoghi di zeri di un ideale, mentre dall’altra
parte ai soli ideali radicali?] 11 risultato deriva dal seguente teorema.

Teorema 1.1 (Nullstellensatz). Sia a un ideale di A e f un polinomio che
st annulla in tutti © punti di Z(a), allora esiste r € N tale che f" € a.

Gli insiemi algebrici formano un sistema di chiusi per lo spazio affine: il
vuoto e A" sono rispettivamente Z((1)) e Z((0)), un’unione finita di chiusi e
I’insieme algebrico dato dal prodotto degli ideali di definizione, mentre un’in-
tersezione e l'insieme algebico dato dalla somma degli ideali. Quindi si puo

211 radicale di un ideale a ¢ r(a) :={f € A|Ir € N: f" €a}.
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porre sullo spazio affine una topologia coerente con la geometria algebrica,
chiamata topologia di Zariski, da Oscar Zariski.

All'interno della corrispondenza biunivoca data da Z e I, si incontrano
altre equivalenze: poiché inverte le inclusioni, gli insiemi algebrici minimali,
cioe i punti (ay,...,a,), vengono mandati negli ideali radicali massimali,
(x1—ay,..., T, — ay,); inoltre un insieme algebrico & irm'ducz’bileﬂ se e solo se
I'ideale corrispondente € primo; in questo caso l'insieme algebrico € chiamato
varieta affine. Sempre grazie alla noetherianita di A, ogni insieme algebrico
puo essere decomposto in modo unico in un numero finito di varieta affini,
quindi in molte situazioni e possibile ridursi a considerare solo queste ultime
singolarmente. Lo spazio affine ¢ irriducibile in quanto il suo ideale & (0), che
€ primo in ogni dominio d’integrita. Un aperto di una varieta affine si dice
varieta quasi affine; poiché una varieta e irriducibile, i suoi aperti sono densi.

Si definisce 'algebra affine di una varieta X come il dominio A(X) = I(LX).
I punti di X sono in corrispondenza biunivoca con gli ideali massimali mp
contenenti I(X), quindi anche con gli ideali massimali di A(X). L’algebra
affine ¢ una k-algebra finitamente generata; viceversa, ogni k-algebra finita-
mente generata, per sua definizione, e ’algebra di una qualche varieta affine;
cio sara utile nella definizione delle curve astratte.

1.2 Morfismi

Data una varietd affine X, una funzione f: X — k = A!, & detta regolare in
P € X se si puo scrivere f(x) = % per ogni x appartenente a un intorno
di P, dove g e h sono polinomi; f e regolare in X se lo e in ogni punto. Una
funzione regolare & continua per la topologia di Zariski.

L’insieme delle funzioni regolari su X ¢ un anello denotato &'(X ), mentre
I'insieme dei germi delle funzioni regolari nel punto P ¢ un anello localdﬂ
indicato Op(X); il suo ideale massimale ¢ costituito dalle funzioni che si
annullano nel punto P. Considerato un punto P, ogni funzione di &(X) ¢ un
germe di Op(X); inoltre non e possibile che due funzioni f e g diverse formino
lo stesso germe, in quanto se coincidono su un aperto, ivi si ha f —¢g = 0, ma
tale luogo e anche un chiuso, quindi f e g coincidono su tutto X. Per questo
motivo, si puo riguardare &(X) come un sottoanello di &p(X).

Un morfismo tra due varieta e definito come una mappa ¢: X — Y che

3Uno spazio topologico si dice irriducibile se ogni coppia di aperti non vuoti si interseca,
o equivalentemente se non esistono coppie non banali di chiusi la cui unione costituisce
tutto lo spazio.

4Un anello @ locale se ha un solo ideale massimale; il campo ottenuto quozientando
I’anello con ’ideale viene detto campo residuo dell’anello.
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preserva le funzioni regolari, cioe che induce un morfismo
oY) — o)
(v Lk) — (x2v L)

Questa definizione di morfismo permette di creare una categoria che ha come
oggetti le varieta affini.

Una funzione razionale su una varietd X ¢ un elemento di &p(X) per
qualche P € X, con due funzioni identificate se uguali nell’intersezione dei
loro aperti di definizione; I'insieme delle funzioni razionali K (X') ¢ un campo,
poiché se f € K(X) non e nulla ovunque, lo & in un chiuso, quindi si puo
invertirla nell’aperto suo complementare. Si ha &(X) C 0p(X) C K(X) per
ogni P € X. Questi spazi di funzioni sono invarianti per isomorfismi, quindi
descrivono la varieta indipendentemente dall’immersione scelta. Il seguente
teorema evidenzia i rapporti tra l’algebra di una varieta affine e gli insiemi
di funzioni sulla varieta.

Teorema 1.2. Data una varieta algebrica X, si ha che:
o U(X) e isomorfo a A(X);

e per ogni P € X, Op(X) ¢é isomorfo alla localizzazioneﬂ AY ), di
A(Y') rispetto al suo ideale massimale relativo al punto P;

e K(Y) éisomorfo al campo dei quozienti di A(Y').

1.3 Dimensione

La dimensione di un sottoinsieme X dello spazio affine e definita dalla sua
dimensione come spazio topologico, cioe dal massimo intero per cui esiste
una catena di chiusi ) € Xg € --- € X, € X contenuti nell’insieme.
Questa definizione & piuttosto scomoda, ma e possibile tradurla nel lin-
guaggio algebrico: infatti la catena di chiusi diventa una catena di idea-

i I(X) € I(X,) € -+ € I(Xog) € A oppure, passando al quoziente,
(0) C ﬁ C - C ﬁ C A(X), da cui si ricava che la dimensione di

X e uguale alla dimensione di Krullﬂ dell’anello A(X). Questo concetto si
puo ancora semplificare grazie al teorema seguente.

5Dato un sottoinsieme S chiuso per moltiplicazione di un dominio A, si definisce la loca-
lizzazione di A in S come S™'A = { [%] |lae A,se S }, dove la relazione di equivalenza

¢ data da (SL—; ~ Z—; < a182 = assy. Come caso particolare si ha A, = (4 p)_lA7 dove p &
un ideale primo; in questo caso 'ideale massimale di A, ¢ m = pA,. Ogni localizzazione,
anche non in un ideale primo, contiene una copia del dominio di partenza.

6La dimensione di Krull di un anello ¢ il massimo numero di inclusioni strette tra ideali

primi.
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Teorema 1.3. Sia k un campo algebricamente chiuso, A un dominio e una
k-algebra finitamente generata e K il campo dei quozienti di A, allora K/k ¢
un’estensione finitamente generata e il suo grado di trascendenzam ¢ uguale
alla dimensione di A.

In virtu di questo teorema e della sezione precedente, risulta che la di-
mensione di una varieta X e uguale al grado di trascendenza su k del suo
campo delle funzioni razionali, molto piu semplice da calcolare rispetto alla
dimensione vera e propria. In particolare, si mostra che la dimensione di A™ e
n e che la dimensione di una varieta quasi affine ¢ la stessa della sua chiusura.

1.4 Varieta proiettive

Le nozioni introdotte si possono estendere allo spazio proiettivo P"*; la princi-
pale differenza si ha nel fatto che un polinomio generico di S := k[xo, ..., z,]
non solo non rappresenta una funzione, ma in generale non definisce neppure
un luogo degli zeri. Tuttavia, nel caso particolare di un polinomio omogeneo
f si puo parlare di Z(f), in quanto f(Azr) = A48 f(x), quindi I'annullarsi
del polinomio e indipendente dal rappresentante del punto scelto. Inoltre, e
ben definito come funzione il rapporto ¥, quando A non si annulla, se g e h
sono polinomi omogenei dello stesso grado.

Si trattera quindi S come un anello graduato, cioe S = {0} UED ;. S4, do-
ve Sy :={f €S| deg(f)=d, f omogeneo }; in questa situazione, un ideale
a di S e detto omogeneo se a = ,.(a N Sy). Si possono caratterizzare gli
ideali omogenei come gli ideali generati da elementi omogenei; inoltre somma,
prodotto, intersezione, radicale di ideali omogenei sono ideali omogenei.

Un sottoinsieme di P" ¢ detto insieme algebrico proiettivo se esiste un
ideale omogeneo di cui e il luogo degli zeri; come nel caso affine, gli insiemi
algebrici formano un sistema di chiusi che definisce la topologia di Zariski
su P". Una wvarieta proiettiva € un insieme algebrico proiettivo irriducibile,
mentre un suo aperto ¢ una varieta quasi proiettiva. Una varieta ¢ qualsiasi
varieta affine, proiettiva, quasi affine o quasi proiettiva. In molte situazioni
locali ci si puo limitare a considerare varieta quasi affini grazie al seguente
teorema.

Teorema 1.4. Per ogni varieta X esiste una base per la sua topologia
costituita da aperti affini.

Il grado di trascendenza di un’estensione finitamente generata K/k & la cardinalita
massima di un sottoinsieme di elementi di K algebricamente indipendenti e si denota con
trdeg;, K.
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Per estendere le funzioni regolari, come gia detto, ¢ necessario conside-
rare frazioni di polinomi omogenei dello stesso grado. Definite le funzioni
regolari, si puo parlare di morfismi tra varieta, con la definizione data per
le varieta affini. Le strutture algebriche che si creano presentano pero alcu-
ne differenze: se X & una varieta proiettiva, si ha (X) = k; se P € X e
mp e l'ideale generato da tutti i polinomi omogenei che si annullano in P,
allora Op(X) = 8(X) . cioe gli elementi di grado zero della localizzazione
S(X),, dove degg = deg(f)—deg(g); infine, K(Y) = S(Y) (). Comunque,
la categoria delle varieta affini si estende a quella delle varieta generiche.

1.5 Varieta prodotto

Presi due spazi affini qualsiasi il loro prodotto si puo facilmente considerare
una varieta isomorfa allo spazio affine che ha come dimensione la somma
delle dimensioni originali. Invece, il prodotto di due varieta generiche non e
in modo intuitivo una varieta, cosi come il prodotto di due spazi proiettivi.
In quest’ultimo caso si puo definire la varieta prodotto P" x P* come l'im-
magine della mappa 1: P" x P — PV (con N = rs +r + s) che associa
alla coppia ([ag, ..., a,], [bo, ..., bs]) il punto [agbo, ..., ab1,aiby, ..., a.bs]. Si
puo dimostrare che ¢ € ben definita e iniettiva e che la sua immagine ¢ una
varieta di PV; questa mappa si chiama immersione di Segre, dal matematico
torinese Corrado Segre.

1.6 Mappe razionali

Una mappa razionale tra due varieta X e Y € un morfismo da un aperto di
X aY, denotato con ¢: X --»Y; in particolare non e detto che sia definita
su tutta X o che si possa estendere. Due mappe razionali sono equivalenti se
coincidono su un aperto. Particolare importanza assumono le mappe razionali
dominanti, quelle la cui immagine e un sottoinsieme denso di Y, poiché e
possibile comporre tali mappe; in questo modo si puo definire la categoria
delle varieta con le mappe razionali dominanti come morfismi.

Due varieta si dicono birazionali se esistono due mappe razionali la cui
composizione e 'identita almeno su un aperto, e in particolare una varieta
e razionale se e birazionale a uno spazio proiettivo. La birazionalita da una
classificazione piu lasca delle varieta rispetto all’isomorfismo: due varieta iso-
morfe sono anche birazionali, mentre non e vero il viceversa. E vero invece che
X e Y sono birazionali se e solo se due loro aperti non vuoti sono isomorfi.



1. Richiami sulle varieta algebriche 6

1.7 Categorie

Nei paragrafi precedenti si sono definite due categorie: la prima prende come
oggetti le varieta affini e come morfismi i morfismi di varieta, mentre la secon-
da varieta generiche e mappe razionali dominanti. Due risultati importanti a
riguardo sono i seguenti.

Proposizione 1.5. Siano X eY wvarieta affini; il funtore controvariante che
associa a X la sua algebra A(X) e al morfismo di varieta affini p: X —Y
il morfismo di k-algebre o*: A(Y) — A(X) realizza un’equivalenza tra la
categoria delle varieta affini e quella delle k-algebre finitamente generate.

Proposizione 1.6. Siano X e Y warieta; il funtore controvariante che as-
socia a X il suo campo delle funzioni razionali K(X) e alla mappa razionale
©: X --» Y il morfismo di campi p*: K(Y) — K(X) realizza un’equivalenza
tra la categoria delle varieta con le mappe birazionali e quella delle estensioni
finitamente generate di k.

Grazie a queste proposizioni, si ha che due varieta affini sono isomorfe se
e solo se lo sono le loro algebre, mentre due varieta sono birazionali se e solo
se i loro campi delle funzioni razionali sono isomorfi.

1.8 Spazio tangente di Zariski

Per definire una nozione di spazio tangente a una varieta in un punto, e
necessario definire la molteplicita d’intersezione di una retta in un pun-
to di una varieta. Sia X C A" una varieta affine, X = I(fi,...,fm) €
r={(1—-1t)P+1tQ|Q # P} una retta passante per P € X; allora si posso-
no considerare i polinomi p;(t) == fi((1 —t)P +tQ), tutti nulli solo se r C X.
Se non si verifica questo caso, la molteplicita d’intersezione di r con X in
P & la minima molteplicita della radice t = 0 tra le equazioni p;(t) = 0 e
si denota con i(X,r; P). Fatto questo, si definisce una retta r tangente in
P se la sua molteplicita d’intersezione e maggiore di uno, mentre lo spazio
tangente in P, Tp X, e 'unione di tutte le rette tangenti in P o contenute
in X e passanti per P.

Si puo dimostrare che questa definizione ¢ equivalente a quella data da
TpX = P+ker(Jp(fi,...,fs)), dove Jp(f1,..., [s) & la matrice jacobiana
di fi,..., fs calcolata in P; quindi Tp X € uno spazio affine di dimensione
n— rk(JP(fla s 7fs))'

Nel caso di una varieta proiettiva, si puo calcolare I'indice di molteplicita
in un aperto affine e ritrasportare I'informazione nello spazio proiettivo.
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1.9 Singolarita

Su una varieta affine si ha una nozione “differenziale” della regolarita o singo-
larita di un punto: infatti se fi, ..., fs sono un sistema di generatori dell’ideale
della varieta, il punto P e regolare se la dimensione dello spazio tangente e
uguale alla dimensione della varieta.

Si puo dare anche una definizione equivalente algebrica, che ha il pregio di
estendersi facilmente a qualsiasi varieta: un punto P della varieta X e detto
regolare se I'anello Op(X) ¢ regolare, cioe se dimg -5 = dim (Op(X)), dove
K ¢ il campo residuo di Op(X) e m ¢ il suo ideale massimale.

Si puo dimostrare che il luogo delle singolarita di una varieta ¢ un chiuso
proprio della varieta e di conseguenza i punti regolari sono densi.

1.10 Teorema di Bézout e curve di grado basso

Il teorema di Bézout € uno degli strumenti fondamentali per lo studio del-
le varieta algebriche. Nell’antica formulazione originale, dimostrata in modo
parzialmente corretto da Etienne Bézout nel 1799, il teorema asserisce che
due curve algebriche piane di grado rispettivamente d; e ds si intersecano in
al pit dids punti. Questo teorema si puo estendere in svariati modi: innan-
zitutto, se ci si pone in uno spazio proiettivo su un campo algebricamente
chiuso, le intersezioni sono esattamente d;dy se contate con la dovuta molte-
plicita: un’intersezione trasversa ha molteplicita uno, una tangente ordinaria
ha molteplicita due e cosi via per tangenti di grado superiore. Inoltre si
puo estendere a varieta che non siano curve planari, fino ad arrivare alla
formulazione generale.

Teorema 1.7 (Bézout). Siano Xy, Xy C P™ varieta proiettive senza compo-
nenti irriducibili in comune, con deg X; = d; e dim X + dim Xy > n, allora
deg(X; N Xy) = deg X; deg Xs.

Una curva di grado basso e intrinsecamente piu semplice di una di gra-
do piu alto: si esporranno qui alcuni risultati riguardo coniche, cubiche e
quartiche che verranno utilizzati nelle prossime sezioni.

e Se X e una conica, X e sempre planare: infatti, tre suoi punti descri-
vono un piano H, che la interseca in un numero di punti maggiore di
deg H deg X = 2, cosa che contrasterebbe con il teorema di Bézout,
quindi deve essere X C H. Inoltre se ¢ irriducibile e ridottd| non
puo essere singolare: una retta per il punto singolare e un altro punto
intersecherebbe la curva tre volte con molteplicita.

8Una varieta si dice ridotta se non ha componenti irriducibili di molteplicitd maggiore
di uno.
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e Se X C P? & una cubica planare irriducibile e ridotta, allora ha al pil
un punto doppio, con considerazioni simili alle precedenti. Se ha un
punto doppio e razionale, grazie alla proiezione dal punto singolare a
una retta; si puo anche dimostrare che questo e I'unico caso in cui una
cubica planare e razionale.

e Se X C P3¢ una cubica non planare irriducibile e ridotta, allora ¢ liscia;
se cosl non fosse, un piano per il punto singolare e altri due punti della
cubica intersecherebbe X quattro volte, quindi X sarebbe planare.

e Se X C P? ¢ una quartica irriducibile e ridotta, allora grazie a Bézout
si puo affermare che se e singolare puo avere o un solo punto triplo o
punti doppi. Si puo anche dimostrare che ¢ razionale se e solo se ha un
punto triplo o un numero di punti doppi maggiore di due, contati con
la dovuta molteplicita.
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2 Curve astratte non singolari

Tutti sanno cos’é una curva,
finché non si studia abbastanza
matematica da confondersi tra le
mnumerevoli possibili eccezioni.

Felix Klein

Si classificheranno le curve algebriche non singolari a meno di biraziona-
lita, costruendo per ogni estensione del campo k con grado di trascendenza
unitario una ed una sola curva algebrica astratta non singolare.

2.1 Anelli di valutazione discreta

Definizione 2.1. Una wvalutazione di Dedekind di un campo K € una
applicazione v: K — Z U {400} tale che:

e U(f) =40 < f=0;
e v(fg) =v(f) +v(g);
o v(f+g)>min{v(f),v(g)}.

Se K /k & un’estensione di campi, v & una valutazione di Dedekind di K/k se

v(k*) = {0}.

Definizione 2.2. Un sottoanello A di un campo K e un anello di valuta-
zione discreta di K se esiste una valutazione di Dedekind v di K tale che
A={feK|v(f)>0};e¢un anello di valutazione discreta di K /k se inol-
tre v(k*) = {0}. L’insieme di tutti gli anelli di valutazione discreta di K/k si
denota C¥-.

Proposizione 2.3. Sia A un anello di valutazione discreta di K/k, allora
per ogni f € K, si verifica f € A o % € A, inoltre A ¢ un anello locale di

ideale massimale my = { f € A|v(f) >0}.
Dimostrazione. Se f ¢ A, v(f) < 0 (in particolare, f # 0); allora, poiché
0=v(l)=w (f%) =u(f)+v (%), si ha v (%) > 0, cioe % e A.

Ora, m4 e un ideale:

esea € A [ € my, allora v(af) = v(a) + v(f) > v(f) > 0 e si ha
af € my;
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ese f € myeg € my, allora v(f —¢g) > min{v(f),v(—g)} =
min {v(f), v(=1) +v(g)} = min{v(f),v(g)} > 0.

Gli elementi di A\ mu sono valutati zero, quindi sono unita in A; di
conseguenza A e locale di ideale massimale m 4. O]

Tra gli anelli locali contenuti in un campo K si puo introdurre un ordine
parziale detto dominanza: A € dominato da B se A C Bemy = ANmg,
dove m4 e mp sono gli ideali massimali di A e B.

Teorema 2.4. Un anello di valutazione discreta di K/k é massimale rispetto
alla dominanza tra tutti gli anelli locali contenuti in K /k.

Dimostrazione. Se A & un anello di valutazione discreta, esiste una valuta-
zione v tale che A={fe K |v(f)>0}emy={fec K |v(f)>0}. Per
assurdo, se A non ¢ massimale esiste un anello locale B con A C B C K e

my = ANmg; in particolare, esiste f € B\ A. Tale f necessariamente deve

soddisfare v(f) < 0, percio v (%) > 0, cioe % € my C mp; risulta che mp

contiene un’unita, da cui mg = B, assurdo. O

Definizione 2.5. Un dominio di Dedekind ¢ un dominio noetheriano
integralmente chiusd| di dimensione unitaria.

Teorema 2.6. Sia A un dominio locale noetheriano di dimensione unitaria
con ideale massimale m, allora sono equivalenti:

o A ¢ integralmente chiuso;

e A ¢ un anello di valutazione discreta;
o A ¢ regolare;

e m ¢ un ideale principale.

Proposizione 2.7. Ogni localizzazione di un dominio di Dedekind in un
tdeale primo non nullo € integralmente chiusa.

Proposizione 2.8. La chiusura integrale di un dominio di Dedekind in una
estensione finita del suo campo dei quozienti € ancora un domino di Dedekind.

9Un anello A si dice integralmente chiuso se contiene tutte le radici dei polinomi monici
a coeflicienti in A calcolate nel suo campo dei quozienti.
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2.2 Curve astratte non singolari

Si pensi a una curva non singolare X; per ogni punto P € X, l'anello
Op(X) C K(X) ¢ locale e regolare, quindi per il teorema [2.6/¢ un dominio di
Dedekind e un anello di valutazione discreta di K(X); poiché k* C Op(X)
e formato da elementi invertibili, ¢ anche un anello di valutazione discreta
di K(X)/k. Procedendo al contrario, lo scopo & quello di definire una curva
astratta a partire da un’estensione di grado di trascendenza unitario, che
rappresentera il campo delle funzioni regolari della varieta, con gli anelli di
valutazione discreta che fungono da punti. Perché questa costruzione funzio-
ni, & necessario dimostrare che nel nuovo contesto le funzioni razionali non
sono definite solo in un numero finito di punti, cioe che gli elementi di K non
appartengono solo a un numero finito di anelli di valutazione discreta.

Proposizione 2.9. Sia A una k-algebra finitamente generata, @ il suo campo
dei quozienti e K un’estensione finita di QQ, allora la chiusura integrale di A
in K e ancora una k-algebra finitamente generata.

Lemma 2.10. Siano K/k un estensione con trdeg, K =1 e f € K, allora
Vinsieme { A€ Cf | f & A} ¢ finito.
Dimostrazione. Poiché A € C% comporta k C A, se f € k, f appartiene a

ogni anello di valutazione discreta di K/k. Considerando solo f ¢ k, si ha
che f ¢ A se e solo se % € my, 'ideale massimale dell’anello locale A; allora

si dimostrera che l'insieme { A € C} | f ¢ my4 } @ finito. Questo fatto, dal
punto di vista di una curva immersa, significa che una funzione razionale si
annulla in un numero finito di punti.

Dato che k e algebricamente chiuso, un elemento f € K \ k deve essere
trascendente, quindi anello k[f] e I'usuale anello dei polinomi in una varia-
bile. Inoltre, poiché trdeg, K = 1 = trdeg,(k(f)), K/k(f) & un’estensione
finita.

Il campo k ¢ in particolare un anello noetheriano, per cui il suo anello dei
polinomi ha dimensione di Krull dimk + 1 = 1 e per il teorema della base
di Hilbert ¢ noetheriano; inoltre k[f] ¢ integralmente chiuso perché anello di
polinomi su un campo algebricamente chiuso. Risulta che k[f] ¢ un dominio
di Dedekind, e per la sua chiusura integrale in K ¢ ancora un dominio
di Dedekind; sia B tale dominio.

Per la , B ¢ una k-algebra finitamente generata, cioe e I’algebra di una
qualche varieta affine X. Poiché B € un dominio di Dedekind, ha dimensione
uno e anche dim X = 1. Se si localizza B in un punto P € X, si ottiene un
anello locale:

e di dimensione unitaria perché se i campi dei quozienti di B e di By,
coincidono, anche i loro gradi di trascendenza sono uguali;
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e noetheriano, perché localizzazione di B, che in quanto k-algebra
finitamente generata ¢ un anello noetheriano;

e integralmente chiuso per (2.7)).

Per (2.6, By, € un anello locale regolare, per cui X e regolare in ogni punto.
Ora, se f € m4 per qualche anello di valutazione discreta A, per le proprieta
della valutazione discreta tutto I'anello dei polinomi k[f] ¢ contenuto in A
e poiché A e integralmente chiuso per , anche B C A. Posto by =
BnNmy={feB|vu(f) >0}, ba e ideale primo di B: se gh € by e g ¢ ba,
significa che v(g) = 0 e v(h) = v(gh), da cui h € by. Localizzando B in
b4, si ottiene per un anello locale integralmente chiuso di dimensione
uno; di conseguenza per , By, ¢ un anello di valutazione discreta. Si ha

che By, = {% \ fEB,gEB\mA}, percio se £ € By,, v(g) = 0, da cui

v (é) =0ew (%) =v(f) > 0. Si & cosi dimostrato che By, C A, ma By, e
A sono anelli di valutazione discreta, quindi per la , By, = A.

Se f € my, si ha f € by, cioe f e una funzione regolare di X nel punto
corrispondente all’ideale b4, dove si annulla; ma se f non e nulla, si annulla
in un numero finito di punti della curva X. Tali punti sono in corrispondenza

biunivoca con gli ideali by = B N'm4 e anche con gli anelli di valutazione A
tali che f € myu. O

La dimostrazione del lemma fornisce anche la costruzione delle curve
astratte non singolari: si considera un’estensione K/k con trdeg, K = 1,
e C¥ Dinsieme degli anelli di valutazione discreta di K/k; si pone su C%- la
topologia cofinita, definendo una curva astratta non singolare come un aperto
= non vuoto di C}. Le funzioni regolari su = sono l'anello 0(Z) := (= 4,
mentre un anello di valutazione discreta costituisce 1’anello locale delle fun-
zioni regolari in un intorno del punto che rappresenta, cio¢ in un intorno
di sé stesso. Il campo delle funzioni razionali di Z ¢ K(Z2) = (J .z 4; dal
lemma, ogni f € K appartiene a tutti gli A € C¥ tranne un numero finito,
quindi appartiene a tutti gli A € = tranne un numero finito; di conseguenza,
K(Z) = K per ogni curva astratta non singolare = C C%. Per valutare una
funzione f € 04(Z) nel punto A, si prende il residuo di f modulo my4.

Esempio 2.11. Si consideri K = k(z), I'estensione piu semplice con grado di
trascendenza unitario. Per ogni a € ke f = { € K, si possono scomporre
g e h secondo il termine x — a: g = gq,( — a)’ + -+ gile — a) + go,
h = he,(h—a)™ 4 --- 4 hy(x — a) + hg; si indichi con deg; " ¢ il minimo n
per cui g, # 0 e si ponga v,(f) = deg, ' g — deg, ' h. Chiaramente, v,(f) = n
se e solo se f si pud scrivere come (z — a)"Z, con deg, ' g = deg, ' h = 0. La
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funzione v, & una valutazione di K/k; il corrispondente anello di valutazione
discreta A, € costituito da tutte quelle funzioni razionali che sono definite in
a, mentre ’anello massimale da quelle che si annullano in a. L’anello delle
funzioni regolari di K ¢ O(K) = (), Aa; se f = # € O(K), deve soddisfare
deg; ' h = 0 per ogni a € k e cid implica h € k. Di conseguenza, O(K) = k[]
e inoltre f puo stare solo in un numero finito di ideali massimali, cioe si puo
annullare solo in un numero finito di punti. Se f non stesse in alcun ideale
massimale, cioeé non si annullasse in nessun punto, si avrebbe deg;1 f=0
per ogni a € k, cioe f € k.

La definizione di morfismo gia data per le varieta permette un’ovvia esten-
sione a qualsiasi tipo di oggetti dotati del concetto di funzione regolare; per
questo motivo si puo parlare di morfismi tra varieta e curve astratte non
singolari. Lo scopo ¢ quello di mostrare che aggiungendo queste ultime alle
varieta in realta non si sta arricchendo la categoria, cioe che ogni varieta
quasi proiettiva non singolare di dimensione unitaria ¢ isomorfa a una curva
astratta non singolare e viceversa.

Lemma 2.12. Sia X una curva quasi proiettiva non singolare, P, Q) € X,
allora Op(X) C Og(X) implica P = Q. In particolare, se due anelli locali
sono uguali allora si riferiscono allo stesso punto.

Dimostrazione. Gli anelli locali di X sono appunto oggetti locali: di conse-
guenza si puo considerare X una curva affine. Allora Op(X) = A(X) e

Oo(X) = A(X)mQ; perché sia Op(X) C Og(X), deve essere mp C mg, ma
mp ¢ massimale, per cui mp =mg e P = Q. O

Proposizione 2.13. Sia X una curva quasi proiettiva non singolare, allora
esiste una curva astratta non singolare = C Cf{(x) tale che X = =.

Dimostrazione. Ogni anello locale 0p(X) € un anello regolare, percio anche
di valutazione discreta di K(X)/k: si puo scrivere Op(X) € Cf((x) per ogni
P € X. Inoltre per il lemma precedente gli anelli locali al variare di P € X
sono tutti diversi e si puo porre = = { Op(X) | P € X } e definire la seguente
mappa biunivoca:
p: X — =
P +— Op(X)"

Perché sia una curva astratta, = deve essere un aperto di Cf(( x)- Dato che
gli aperti sono complementari di insiemi finiti, basta dimostrare che = ne
contiene uno, percio si puo considerare una sottovarieta quasi proiettiva di
X contenuta in un sottospazio affine dello spazio proiettivo, cioe una varieta
affine Y C X. Il campo K(X) ¢ uguale a K(Y) e al campo dei quozienti di
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A(Y); E contiene tutte le localizzazioni di A(Y") nei punti di Y, cioe tutti gli
anelli di valutazione discreta che contengono A(Y’). Un anello di valutazione
discreta A contiene A(Y) se e solo se contiene i generatori fi, ..., f. di A(Y)
su k, ma quelli che non contengono f; sono un numero finito, per ogni ¢, di
conseguenza anche quelli che non contengono A(Y’) sono un numero finito e
= e un aperto.

Rimane da dimostrare che ¢ e la sua inversa sono dei morfismi. Questo
¢ vero per la definizione di ¢(Z): una funzione regolare di = ¢ un elemento
dell’intersezione di tutti gli anelli di valutazione appartenenti a =, cioe in
questo caso ¢ un elemento di ogni @p(X), cioé una funzione regolare di X.
Viceversa, una funzione regolare su X appartiene a tutti gli anelli locali
Op(X), di conseguenza ¢ regolare anche per =. O

Lemma 2.14. Sia X una varieta irriducibile e p: X — Y un morfismo, allo-
ra se p(X) é denso in'Y, il morfismo di anelli locali p}: Oypy(Y) — Op(X)
e iniettivo. Inoltre, se ¢ é biietlivo e ©p € un isomorfismo per ogni P € X,
allora ¢ € un isomorfismo.

Dimostrazione. Siano ¢(X) denso in Y, f,g € Oup)(Y) definite rispet-
tivamente su Up, U, C Y e tali che ¢p(f) = gop(g) cioe fo = gy in
o N Uy) N~ HU,). Allora si ha f = ¢ in (e ' (Us) N e 1(U,)), insieme
denso in Y e segue che f e g coincidono ovunque.

Se g ¢ una funzione regolare su X, g € Op(X) per ogni P, percio grazie
agli isomorfismi ¢%, per ogni P € X esiste una funzione fp regolare in ¢(P)
e definita in un suo intorno U,py tale che fpy = g in @_I(Uw(p)>. Poiché
gli aperti sono densi, l'intersezione di due intorni di definizione e sempre
non nulla; presi due punti P,Q € X, si ha che fpp = fop in ¢ (Uypy) N
o WUgpq) # 0, cioe fp = fg in Uypy N Uy (perché ¢ & biiettiva). Di
conseguenza si puo trovare f € ﬁ(Y) tale che f = fp in Uyp) per ogni
P e X, quindi fo =ge gp ' = f. Sie¢ dimostrata 'esistenza del morfismo
™ O0(X) — O(Y), cioe che ¢! & un morfismo. O

Lemma 2.15. Sia = una curva astratta non singolare, X una varieta proiet-
tiva, A € Z e : 2\ {A} — X un morfismo. Allora esiste un unico morfismo

@: = — X che estende .

—_
—

Dimostrazione. Si ponga = = =\ {A}. Innanzitutto, X si puo immer-
gere in un chiuso di P", per cui se esiste un morfismo ¢: = — P" che
estende ¢, per continuita la sua immagine e contenuta in X; per que-
sto motivo si puo considerare X = P". Si puo anche supporre che, posto
U= {[zo,...,xn) €EP" | 2; #0,¥i € {1,...,n}}, si abbia ¢(Z) N U # O
infatti, se cosl non fosse, I'immagine di ¢ sarebbe contenuta nell’'unione de-
gli iperpiani H; = { [z, ..., 2, € P" | z; = 0 }, ma essendo immagine di uno
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spazio irriducibile, ¢(Z) & irriducibile e deve essere contenuto completamente
in uno di questi iperpiani, altrimenti si troverebbe una sua decomposizione
in pitt chiusi non banali. Notando che H; = P"~! e procedendo per induzione,
si puo supporre o(Z) NU # (), cioe che p~1(U) sia un aperto non vuoto di =.

Per questo motivo, presa una funzione regolare su U, si puo comporre con
¢ e ottenere una funzione regolare su ¢~ (U), cio¢ una funzione razionale su
=. Si prendano le funzioni ;”—;’_, regolari su U, e siano f;; le funzioni razionali
corrispondenti su =.

Una funzione razionale su = ¢ un elemento di K, il campo a partire dal
quale = e definita. Sia v la valutazione che definisce ’anello di valutazione
A. Poiché 2+ = 29, i ha che v(fij) = v(fio) — v(fjo). Sia t un indice per
cui v(fy) € minimo, allora ogni v(f;;) € non negativo e appartiene a A.

Si definisce @ con @(A) = (for(A), ..., fon(A)), mentre ¢(B) = ¢(B) per
ogni B # A. Per mostrare che ¢ cosi definito ¢ un morfismo, basta mostrare
che si comporta bene in un intorno di A, cioe che una funzione regolare su
un intorno di @(A) viene mandata in una funzione regolare. Si prenda come
intorno di @(A) 'aperto U; = { [xo,...,x,] € P" | 2 #0}; ¢(A) € Uy perché
fu(A) = 1. L’algebra affine di U; e k [i—f, ce %], poiché le funzioni regolari

su U; sono generate da Z

s basta mostrare che queste vengono mandate in
funzioni regolari, ma i—i@ = fi. Per questo motivo ¢ € un morfismo; la sua
unicita deriva dal fatto che se ¢ fosse un altro morfismo che estende @, p e

¢ coinciderebbero su un aperto, quindi ovunque. O

Proposizione 2.16. Sia K/k un’estensione con trdeg, K = 1, allora la
curva astratta non singolare Cf( e isomorfa a una curva proiettiva non
singolare.

Dimostrazione. Sia A € C%: come nella dimostrazione del lemma , si
puo costruire una curva affine X con un punto P € X tale che A = Op(X);
inoltre K (X) = K e per X ¢ isomorfa a un aperto della curva astratta
non singolare C%. Si ha che ogni punto di C% ha un intorno isomorfo a
una curva affine e C% ¢ ricoperto da aperti isomorfi a curve affini. Ma C% ¢
compatto perché dotato della topologia cofinita, quindi esistono un numero
finito di aperti =Z; isomorfi a varieta affini Y;, con ¢« € {1,...,s}, tali che
Ui =i = Ck.

Ogni Y; ¢ immergibile in uno spazio affine n;-dimensionale; per semplicita
si consideri Y; € A™ C P dove n e il massimo di tali n;. Sia X; la chiusura
di Y; in P". Per il lemma precedente, il morfismo ¢;: =; — X; si estende a
@;: C% — X; e si pud considerare il morfismo diagonale dei @;,

0: O% — ﬁXi.
i=1
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Sia X la chiusura dell'immagine di C% secondo . Allora ¢: C% — X & una
mappa con immagine densa in X, quindi K(X) = K, da cui si deduce che
X € una curva.

Dato A € C%, per il lemma da ¢: C% — X si deduce l'esistenza di
un morfismo O, 4)(X) — O4(C}), iniettivo perché ¢(C}.) & denso in X; per
lo stesso motivo, da m;: X — X; si ha un morfismo O, 4)(X;) = Oua)(X),
iniettivo perché il diagramma

commuta, per cui @; = m;p, ma @;(CF) & denso in X; e a maggior ragione lo
Si ha la catena O, (4)(X;) — Opa)(X) — O4(CF); il primo e il terzo
anello locale sono isomorfi: O, 4)(X;) = O,,4)(Y;) perché Y; e denso in X,
inoltre O,,4)(Y;) = O4(CY) per costruzione. Di conseguenza la catena &
formata da isomorfismi e in particolare lo & % : Opa)(X) — O4(Cf).
Poiché K(X) = K, per ogni ) € X si puo immergere 0g(X) in un
anello di valutazione discreta A C C% (ad esempio, localizzando in un ideale
massimale la chiusura integrale di €g(X)); per definizione, A = 04(CE),
quindi A = O,4)(X), e Og(X) C Oya)(X), percio si ha 'uguaglianza e
Q = ¢(A) per (2.12). Si & mostrato che ¢ & un morfismo suriettivo; & anche
iniettivo perché @;(4) = P se e solo se Op(X;) = A. Per il lemma (2.14), ¢
¢ un isomorfismo tra C% e X. O
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3 La quadrica di Klein

La geometria proiettiva ha
aperto con la massima facilita
nuovi territori nella nostra
scienza ed € stata giustamente
chiamata la strada principale
nel nostro campo.

Felix Klein

Si definira uno spazio che parametrizza con buone proprieta le rette dello
spazio proiettivo tridimensionale[:G]; la prima soluzione a questo problema
arriva da Felix Klein nel 1870 e sara quella esposta nel seguito. Per evitare
casi particolari, si assumera che k sia un campo algebricamente chiuso e con
caratteristica diversa da due.

3.1 Algebra delle forme alternanti

Le rette di P? sono in corrispondenza biunivoca con i piani dello spazio vetto-
riale £ = k*, quindi per parametrizzarle si cerchera di sfruttare i generatori
dei piani di E. Se u; e us generano un piano F' C E. allora per ogni trasfor-
mazione lineare 7 biiettiva che fissa F' si ha (7(u1),7(u2)) = F, mentre per
ogni altra coppia di generatori v; e vy si puo trovare un’applicazione lineare
biiettiva che mandi u; in v;. D’altra parte, una trasformazione lineare biiettiva
e nota se sono dati quattro parametri «, 3,7, 6 € k tali che det (3 g) # 0.

In generale, si consideri lo spazio vettoriale E = k™!, Una forma bilinea-
re alternante ¢ una funzione f: E? — k bilineare che soddisfa f(uy,uy) =
— f(ug, u1). Sinota che lo spazio delle forme bilineari alternanti su E, Alt} (E),
ha dimensione @, poiché un suo elemento e definito dal triangolo superio-
re della matrice associata. Alla coppia (u,us) € E? si pud associare un ele-
mento di \” E == Alt2(E)", il duale di Alt?(E), e precisamente I'applicazione
(uy Aug): Alt2(E) — k con (u1 Aug)(f) = f(uy, us).

Lemma 3.1. Siano uy,us € E, allora per ogni o, 3,7,0 € k,
(g + Buz) A (yuy + dup) = det (25) (w1 A ).

Inoltre uy AN us = 0 se e solo se uy e us sono dipendenti.

0Questo spazio ¢ comunemente denotato G(1,3), da Hermann Grassmann.
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Dimostrazione. Sia f € Alt:(F), allora

((aur + Buz) A (yur + du2))(f) =
= ay(u Awr)(f) + ad(ur Aug)(f)+
+ By(uz Aur)(f) + Bo(uz Auz)(f) =
= avf(ur,ur) + ad f(ur, ug) + By f(ug, wr) + B3 f (ug, us) =
= (ad — ) f (w1, u2) =
= det (C; §) (u A ug),

perché f(ur,u1) =0e f(ur,uz) = —f(u2, u1).

Se uy e usy sono dipendenti, allora (u; Aug)(f) = f(ur,uz) = fug, Aug) =
Af(ug,uq) = 0, pertanto uy A ug = 0; viceversa, se u; e uy sono indipendenti,
si puo costruire una base che contiene entrambi e quindi un’applicazione
alternante che associ l'unita a (u, usg). O

Grazie al lemma precedente, si ottiene che se (uj,us) = F = (v1,v9),
allora u; A us = A(v; A wvg) con A € k*. Percio si puo creare una funzione
W: G(1,3) = A®E che associa al sottospazio (uy,us) il punto uy A uy di
P(A* E). Questa corrispondenza & iniettiva, perché se (uy, us) e (vy,v3) sono
due piani diversi di F, si puo considerare una base (uq,ug,bs,...,b,11) di E
e la forma bilineare definita su questa base da f(u;,us) = 1 e nulla altrove;
allora (u; Aug)(f) = 1 mentre (v; Awvg)(f) =0.

In generale, ¥ non ¢ suriettiva. Fissata una base (b, ..., b,) di E, la base
corrispondente di /\2 E e (bgAby,...,boAby, by Aby, ... by Aby, ... b1 Aby)
e un suo elemento ¢ immagine di una retta di P se e solo se si pud esprimere
come 1 Aug per qualche uy, us € E linearmente indipendenti. Tra gli elementi
di /\2 E, detti 2-vettori, questi particolari sono detti decomponibili.

Lemma 3.2. Sia E uno spazio vettoriale con dimE < 3, allora ogni
elemento di /\2E e decomponibile.

Dimostrazione. Se dimE = 1, A\°E = {0}; se dimE =2 e E = (b, by),
allora \*> E = (by A by) e ogni vettore & della forma a(by A by) = (abg) A by.

Se dim E = 3, anche dim /\2 E = 3, mentre i 3-vettori sono generati da
un unico elemento. Per ogni 2-vettore non nullo x, sia

v.: E — NE
U — uAN.

Chiaramente ¢, non ¢ lapplicazione nulla, quindi dimker(p,) = 2. Sia
(bo, by) una base di ker(y,) completata a una base (bg, b1, b2) di E, allora se
x = by Abg+ a1bg Aby 4 ciabg Ay, siha 0 = ,(by) = by Az = apbg Aby Aby €
0=.(b1) =bi Ax = —abg Aby Aby, dacui g = a; = 0 e x = by Aby. [
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In generale, per conoscere I'immagine di ¥ ¢ necessario dare una con-
dizione per la decomponibilita di un 2-vettore e questo si puo fare genera-
lizzando la costruzione di A” E. Si considerano le forme p-lineari alternan-

ti, cioe forme f: EP — k p-lineari tali che f(uy,...,u;, ..., u5,...,uy) =
—f(ug, ..., 4, ..., Uy ..., up,). Lo spazio delle forme p-lineari alternanti ha
dimensione N(p) = (";1) e si denota con Alt?(E), mentre il suo duale con

A’ E. Gli elementi di A” E sono somme di elementi del tipo uy A -+ Ay,
con (ug A -+ Aup)(f) = fluy,...,up), e data una base (by,...,b,) di E, una
base di A"E & (biy A+ Abi,), ., .

Si costruisce un’operazione A: A’ E x AE — A""® E ponendo
(biy A oo Abiy) A (bjy Aee- Abj ) =byg Ao Abyy ANbjy A== Aby,

ed estendendo per linearita a tutto A" £ x A? E. Si & dimostrato che u; A uy
¢ nullo se e solo se u; e uy sono linearmente dipendenti; il lemma seguente ¢
analogo.

Lemma 3.3. Siano ui,...,u, € E, allora dim (uy,...,u,) < p se e solo se
u A Ay, = 0.

Dimostrazione. Se i vettori sono dipendenti si pud supporre uy = > &_, A\,
allora per ogni f € Alt}(E) si ha

P P
flur,...,u,) = f (Z/\iu,;,w,...,up) :Z)\if(ui,w,...,up) = 0.
i=2 i=2

Se invece sono indipendenti, si possono completare a una base
(W1y vy Upy bpyry ooy bygr), quindi wg A -+ A, € un elemento di una base
di A” E e in particolare non nullo. O]

Teorema 3.4. Un elemento y € /\2 E é decomponibile se e solo se y ANy =0
a4
in \"V.

Dimostrazione. Se y € decomponibile allora y = uy Aug e y Ay =up Aug A
u; A ug = 0. Viceversa, si procede per induzione sulla dimensione di E: il
passo iniziale e dato dal lemma |3.2]

Sia ora dim F = n + 1 e si supponga che 'asserto valga per ogni spazio
vettoriale di dimensione minore o uguale a n. Sia (b, . ..,b,) una base di E,
allora y € /\2 E si puo scrivere come by A u + x, dove u € F = (by,...,b,)
ez e N F. Allora 0 =y Ay = (b Au+2z) A (bg A+ x) = (bg Aw A by A
u)+ (bo ANunz)+ (x ANbgAu)+ (xAx) =2(bg AuAx)+ (x Ax); ma by non
compare nel secondo addendo, per cui x A x = 0 e per ipotesi induttiva x e
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decomponibile, da cui x = uy Aug e y = by Au+uq Aug. Da prima si ha anche
0=0boAuAx = by AuAuy Aus e poiché by non compare né in u né in x, deve
essere u A u; A ugs = 0 e quindi per il lemma |3.3| u, u; e us sono dipendenti,
cioe esiste una terna non nulla («, 31, fs) tale che au + fiug + Poug = 0.
Ora,sea # 0,y = bo/\(%ul + %m)—i—ul Aug, cioe y € /\2 (bo, u1, us) e se-
gue che y ¢ decomponibile per ; se a = 0, si ha u; = A\usg, di conseguenza
up Aug =0 e y = by A u e decomponibile. O

3.2 La quadrica di Klein
Proposizione 3.5. Siano f = yoys — viys + Y2ys € klyo,...,ys5] e
2 :=7(f) CP(A*k*) = P°; allora la corrispondenza ¥: G(1,3) — 2 ¢

biunivoca e 2 ¢ detta quadrica di Klein.

Dimostrazione. Se (bg, by, by, b3) & una base di k*, la base corrispondente di
A E* & (bo A by A by A bs), mentre quella di A”k* &

(Co, Ce ,05) = (bg N bl,bo N bg,bo VAN b3,b1 A bg,bl VAN bg,bg A bg)

Preso un elemento y = Z?:o yici € /\2 E. y ¢ decomponibile se e solo se
O=yAy= Z?:o Z?:o yiy;¢i N ¢ e gli elementi ¢; A ¢; che non si annullano
sono solo ¢y A ¢s, ¢1 A cy e o A cg, mentre per le regole delle forme alternanti,
cs N\ cog = co N c5 e cosi gli altri. Quindi

YA Y = 2yoysco A 5 + 2y194C1 N ¢4 + 2yayzca A ez =
= 2yoysbo A b1 A\ 'ba A b3 + 2y1yabo A ba A by A b3+
+ 2yoy3bg A bs A\ by A by =
= 2(Yoys — Y1Ya + Y2y3)bo A b1 A by A bs.

Si e ottenuto che y € /\2 k* & decomponibile se e solo se yoys — Y194 + Y2y3

¢ nullo, dove le y; sono le componenti rispetto alla base (co, ..., cs). D’altra
parte, un 2-vettore ¢ decomponibile se e solo se rappresenta un piano di k%,
quindi V¥ ¢ suriettiva; la sua iniettivita e gia stata dimostrata. O

La quadrica di Klein ¢ indipendente da un automorfismo di P3; infatti
la decomponibilita di un 2-vettore ¢ indipendente dalla base scelta, quin-
di Pautomorfismo ne indurra uno di A®k* che fissa 2. Inoltre 2 & non
singolare: preso un punto P € 2, questo e contenuto in almeno un aper-
to affine U;; ad esempio, se P € Uy, il polinomio che definisce 2 N U, e
g = Ys — Y1y4 + y2y3 e la matrice jacobiana e (—y4, Y3, Y2, —y1, 1) che ha sem-
pre rango massimo. Si andranno ora a studiare alcune proprieta elementari
di questa parametrizzazione.
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Proposizione 3.6. Le rette di P? passanti per un punto P sono parame-
trizzate da un piano llp C 2; le rette di un piano H C P? da un piano
Iy C 2.

Dimostrazione. A meno di proiettivita si puo supporre P = [1,0, 0, 0]; allora
tutte le rette per P sono del tipo (P, Q) con ) # P; nella quadrica di Klein,
la retta (P, Q) ¢ associata a [(1,0,0,0) A (g0, ¢1,42,93)] = [q1,92,95,0,0,0]
ed e ben definita in quanto ¢, ¢ € g3 non sono mai contemporaneamente
nulli dato che @) # P. Quindi il luogo delle rette passanti per P e il piano
p = Z(ys, ya, ys)-

Passando a (P3)”, il piano H diventa il punto H* e le rette contenute in H
diventano rette passanti per H*; si puo ripetere la costruzione precedente e
ottenere che le rette contenute in H sono parametrizzate da un piano Ilg. [

Chiaramente, per ogni due piani H, K C P3 Ty NIx = {¥(r)}, dove
r ¢ la retta H N K; allo stesso modo se P,Q € P?, IIp N1l = {¥(r)}, con
r = (P,Q). Invece, in generale Iy NTlp = 0 (se P ¢ H); se perd P € H,
I'intersezione dei piani corrispondenti e una retta contenuta nella quadrica
di Klein.

Proposizione 3.7. Siano r,s C P? rette distinte, allora rNs # 0 se e solo
se la retta tra V(r) e W(s) é contenuta in 2.

Dimostrazione. Se r N's = {P}, le due rette generano un piano H, quindi
U(r),U(s) € llp NIy, cioe la retta (V(r), ¥(s)) che quindi & contenuta in
2.

Se invece r N's = (), a meno di proiettivita si possono supporre

{[7“0,7“17@0] € P’ | [ro, 7] GPI},
S:{[0,0,SQ,S?,] € P? | [s,, 53] G]P’l}.

Quindi risulta che ¥(r) = [1,0,0,0,0,0] e ¥(s) = [0,0,0,0,0,1], ma
1,0,0,0,0,1] ¢ 2. 0

Proposizione 3.8. Sia Il un piano contenuto nella quadrica di Klein, allora
I[T=1Ip oIl =1ly per qualche punto P o piano H.

Dimostrazione. Siano U(r),¥(s), U(¢) € II distinte e non allineate; poiché
(U(r),¥(s)) CIT C 2, rNs 0, e cosi per le altre coppie di rette. Siano
P.s, Py, P, 1 punti di intersezione: se sono coincidenti, allora II N IIp  con-
tiene almeno tre elementi e quindi si ha II — IIp ; se sono distinti, devono
generare un piano H (altrimenti le rette coinciderebbero) e si puo ripetere il
ragionamento. O
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Di conseguenza, tutte e sole le rette contenute in 2 sono del tipo IIpNIly,
dove P € P3 ¢ H C P? & un piano; inoltre tutti i piani contenuti in 2 sono
relativi a un punto o a un piano di P3.

Proposizione 3.9. Sia r C P3? una retta, allora nella quadrica di Klein il
luogo delle rette che intersecano r é Ty 2N 2.

Dimostrazione. Si consideri ¥(r); per doppia inclusione, si ha:

e se s ¢ una retta che interseca r, si ha che (VU(r), ¥U(s)) C 2 per la
proposizione quindi (¥(r), ¥(s)) non ha intersezione semplice in
U(r) e U(s) appartiene a Ty 2N 2;

e se s ¢ una retta per cui (V(r), U(s)) non ha intersezione semplice in
U(r), allora deve essere (U(r),¥(s)) C 2 in quanto ha almeno due
intersezioni con 2, e si ha sNr. 0
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4 Dallo spazio proiettivo alla quadrica di
Klein

La matematica é arte di dare
lo stesso mome a cose differenti.

Jules Henry Poincaré

Si mostreranno due esempi di corrispondenze di rette di P* mutualmente
non intersecanti con curve nella quadrica di Klein: ciascuna delle due schiere
di rette di una quadrica rigata (equivalentemente, le rette passanti per tre ret-
te sghembe) e le tangenti alla cubica gobba; questi insiemi di rette generano
in 2 rispettivamente una conica e una quartica non singolari. Anche in que-
sta sezione si supporra k un campo algebricamente chiuso con caratteristica
diversa da due.

4.1 La quadrica rigata

Una quadrica nello spazio proiettivo P € un’ipersuperficie {2 C P" tale che
[(Q) = (f) con deg f = 2. Se f = 3 ) icj<n @ijTiTj, al polinomio si pud
associare la forma bilineare simmetrica definita dalla matrice

a, 2 2
1 Aln
—_— al]_ P —Lrr
2 2
A= ,
ag a1
o G

in modo che Q = {x € P" | xAz" = 0}. Nel caso delle quadriche, molti dei
concetti visti in generale si traducono in condizioni semplici grazie all’equi-
valenza con le forme bilineari: ad esempio, si puo mostrare facilmente che
le quadriche in un campo algebricamente chiuso sono classificate dal rango
della forma bilineare, come conseguenza immediata del teorema di Sylvester.

Lemma 4.1. Sia 2 la quadrica associata alla forma bilineare simmetrica A;
allora i punti singolari di Q! sono P((k*)"), cioé il proiettivizzato dello spazio
ortogonale a k* rispetto alla forma A.

Dimostrazione. Poiché si considera una quadrica in uno spazio proiettivo
rispetto a un campo algebricamente chiuso, una retta ha intersezione sem-
plice con €2 se e solo se la interseca in due punti distinti. Sia P € Q =
Z([zo, .. ., 2n]Alzo, . .., 2n]"); se Q # P, la retta per P e @ & parametrizzata
da AP+ pQ e intersecando con Q) si ottiene che 0 = (AP+puQ) AP + uQ)' =
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AN PAP! + 12QAQ! + 2 \uPAQ!. Tl primo termine & nullo perché P € €, per-
tanto rimane p(uQAQ! + 2APAQ") = 0; 1 = 0 ¢ la soluzione P e si verifica

che ¢ I'unica se e solo se PAQ! = 0. Quindi P ¢ singolare se e solo se
PAlzo, ..., z,]" = 0 per ogni [zo, . ..,x,] € P", cioe se P € P((k*)"); inoltre,
lo spazio tangente in P & TpQ = Z(PA[zo, ..., z,]"). O

Si osserva che tagliando una quadrica 2 C P" con lo spazio tangente
TpQ, si ottiene lo spazio QN Tp(Q, cioe una quadrica di P*~!. Per quanto
detto prima sulle singolarita, & evidente che 2N Tp () & singolare in P.

Lemma 4.2. Sia Q2 una quadrica liscia di P3, allora Q contiene due schiere
di rette {rp} e {sp}. Le rette di ogni schiera sono a due a due disgiun-
te, sono parametrizzate da una retta dell’altra schiera e coprono ) (si veda

figura .

Dimostrazione. A meno di proiettivita si puod supporre Q = Z(f) con
f = xox3 — x129; ¢ evidente che € contiene la retta r = Z(z, x1). Per ogni
punto P = [0,0, A\, u] € 7, si puo considerare il piano tangente

TpQ =7([0,0,\, ] Alzo, 21, 29, 23)") = Z(pzo — A1)

che interseca () in una conica singolare. Risolvendo il sistema, si ricava che
I'intersezione a costituita da due rette distinte, di cui una e r, mentre l'altra
erp = Z(puxrg — Axy, prg — Ax3).

Chiaramente le rette rp sono tutte distinte e nessuna e uguale a r, inoltre
sono a due a due disgiunte: se esistessero M, N € r tali che ryy Nry D {P},
si avrebbe P ¢ r (altrimenti ry; = ry = r), per cui Ty Q = (r, P) = Ty Q
e (r, P) N Q conterrebbe tre rette distinte; ma questo ¢ assurdo perché si &
dimostrato che Tj; 2 N2 € una coppia di rette.

Se Q € Q\ r, si ha che To QNr = {P} per qualche P € r: I'intersezione
non puo essere vuota per il teorema delle dimensioni, non puo essere r perché
allora T¢g 2N, una conica singolare in (), conterrebbe r e una retta passante
per () e sarebbe percio non singolare in (). Ora, T Q2 N 2 ¢ una coppia di
rette, e contiene () e P; deve quindi contenere anche la retta (P, Q) = rp; si
ricava che 2 e uguale all'unione di tutte le rette rp (figura [L(b))).

Considerando la retta s = Z(xg, z2) si puo ripetere la costruzione prece-
dente, giungendo alla famiglia dirette { sp | P € s }. Siha snr = {[0,0,0, 1]},
T = 5[0,0,0,1] € S = 770,0,0,1]- O

Lemma 4.3. Se ) ¢ una quadrica liscia di P3, allora esistono tre rette sghem-
be r,t,u C Q) tali che Q) é data dall’unione delle rette che le intersecano tutte.
Viceversa, l'unione delle rette che intersecano tre rette sghembe in P? ¢ una
quadrica non singolare.
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r (%

(a) Una schiera di rette. (b) Una schiera copre .  (c) Tre rette sghembe.

Figura 1: La quadrica rigata.

Dimostrazione. A meno di proiettivita ci si puo ridurre alla quadrica del
lemma si considerino le seguenti rette sghembe contenute in 2:

o r=7(xg,11);
o t =7Z(xq,13);
o u="7Z(xg— 1w, 11 — x3).
Preso un punto P = [0,0,\, u] € r, il piano per P e t &
(P, t)y = ([0,0, A\, ul, [1,0,0,0],[0,1,0,0]),

che interseca v in

(Ptynu={[6,7y,aXau] € P’ | 3 =aX~v=apn} ={[\u pu}.

Per questo motivo, per ogni punto P € r, esiste un’unica retta che passa
per P e interseca t e u; poiché questa retta ha almeno tre intersezioni con la
quadrica, € completamente contenuta in essa. Chiamando rp questa retta, si
ha rp = Z(puxo — Az, pro — Ax3) e Uinsieme {rp | P € r } ¢ esattamente una
delle due schiere di rette del lemma [4.2] che si e gia dimostrato coprire €).
Viceversa, siano r,t,u C P? tre rette a due a due sghembe (figura ;
sia {2 una quadrica contenente le tre rette, allora per ogni retta rp, rp N (2
e costituito da almeno tre punti e cio implica che rp C Q per ogni P € r;
inoltre 2 deve essere liscia perché né un cono né una coppia di piani possono
contenere tre rette sghembe. Per I'implicazione precedente, ) & esattamente
I'unione di tutte le rette per r, t e u. Una quadrica di questo tipo esiste, in
quanto lo spazio delle quadriche di P? ¢ isomorfo a P? e per imporre che una
quadrica contenga una retta e sufficiente imporre il passaggio per tre punti
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di questa retta; in P?, il passaggio per un punto ¢ una condizione lineare,
percio anche nel caso peggiore, cioe quello in cui le nove condizioni sono
tutte indipendentﬂ, I'intersezione delle condizioni da PV, cio¢ un punto. [J

Le due famiglie dirette {rp | P €1} e {sp | P € s} sono quindi del tipo
cercato e sono le uniche all’interno di €2. Si vuole capire qual e I'immagine di
queste famiglie di rette all’interno della quadrica di Klein.

Si consideri I'insieme { rp | P € r }:se P = [0,0, A, u], un altro punto di rp
& [\, 1, 0,0]; siottiene W(rp) = [(\, i1, 0,0)A(0,0, X, )] = [0, A, A, A, 12, 0].
Al variare di P € r, U(rp) descrive il luogo Z(yo, s, Y2 — Y3, Y5 — Y1Ys), ciod
una conica liscia.

Alternativamente, grazie al lemma[4.3] il luogo descritto da ¥(rp) & dato
dall’intersezione dei luoghi delle rette passanti per tre rette sghembe contenu-
te in €. Se si considerano r, t e u, gli iperpiani tangenti sono rispettivamente
Z(Yo), Z(ys5) € Z(yo — y2 + y3 + y5); mettendo a sistema con 1'equazione di 2,
si ottiene di nuovo la conica Z(yo, ¥s, Y2 — Y3, Y2 — Y1Ya)-

4.2 La cubica gobba
La cubica gobba (si veda figura ¢ una curva di P? definita da:

Q: P! — rcps
[w07w1] — [wg’aw%wluwow%w%] .

Presenta molte proprieta interessanti: innanzitutto ¢ ¢ un isomorfismo, quin-
di T' & isomorfa a P! e liscia; non ¢ a intersezione completa, infatti si puo
dimostrare che il suo ideale I(T') & (zox3 — T1T2, T3 — ToT2, 5 — T123) ed &
impossibile generarlo con meno di tre elementi. Le tre quadriche che gene-
rano l'ideale generano anche, all'interno dello spazio delle quadriche di P3,
lo spazio di quelle che contengono I'. Inoltre, I' non ha rette trisecanti, ogni
piano la interseca esattamente in tre punti contati con molteplicita, e ogni
suo sottoinsieme di punti e in posizione generale.

Per calcolare la retta tangente in un punto, si andra a considerare una
cubica gobba affine che copre quel punto e successivamente si ritrasportera
questa informazione nello spazio proiettivo. Sia quindi P = [wg,w;] e si
supponga wg # 0, allora P = [1,t] cont = Z—é; la cubica gobba affine collegata
alla retta affine Uy := { [wg, w1] € P! | wy # 0} ¢ data da

wo: k — ToCk®
to— (t,1%,3)

1Questo & I'unico caso che si verifica quando le tre rette sono sghembe.
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La retta tangente in ¢q(t) e (¢,t%,t%) + ((1,2t, 3t?)) ed & data implicitamente
da TyoyTo = Z(es + t* — 2e1t, e5 + 2% — 3eit?), dove (e, e, e3) sono le
coordinate di k®. Con semplici passaggi si ricava t = % e andando a
sostituire, I'’equazione della superficie data dall’'unione di tutte le tangenti

risulta
TT = Z(3€ie; — 4€jes + Geyeaes — deh — €3).

Si possono calcolare i punti singolari di questa superficie, cioe i punti dove
si annulla la matrice (in questo caso colonna) jacobiana: risulta che i punti
singolari coincidono con la cubica gobba di partenza.

(a) T
Figura 2: La cubica gobba e la sua sviluppabile delle tangenti.

Andando a omogeneizzare, la tangente immersa nello spazio proiettivo
diventa Z(xy + t2wg — 2twy, w3 + 2320 — 321t%). Si puo osservare che andando
a sostituire formalmente t = ’wi(l) e razionalizzando si ottiene effettivamente la
generica tangente (anche nel punto [0, 1]), cioe la retta

2 2 3 2 3
Topy I = Z(wizg — 2wow 1 + wixa, 2wiTe — 3wowixy + wyTs).

Risulta anche che la superficie dell'unione di tutte le tangenti proiettive ¢ la

quartica (figura 2(b)))
TT = Z(3ziz5 — 42373 + 610712973 — 40T — ToT3).

Questa superficie e ancora singolare lungo la cubica gobba, inoltre e
irriducibile: poiché ¢ di quarto grado, sono possibili solo due casi:

e se T'I' si scompone in un piano ed una cubica, la singolarita deve essere
apportata dalla cubica, ma allora ogni retta secante a I' ha quattro
intersezioni con la cubica, quindi deve essere contenuta al suo interno,
assurdo;
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e se TT si scompone in due quadriche, per ogni retta deve esserci una
quadrica che la contiene interamente (perché essendo un chiuso, ogni
quadrica o contiene la retta o ne contiene solo un numero finito di
punti); per lo stesso motivo, una delle due deve contenere tutte le rette,
quindi la quartica sarebbe in realta una quadrica, assurdo.

Proposizione 4.4. Le tangenti della cubica gobba sono a due a due disgiunte
e rappresentano in 2 una curva di quarto grado isomorfa a P!,

Dimostrazione. Per assurdo, se esistono due punti distinti Py, P, € T tali che
Tp, I'NTp, I' = {Q}, allora il piano (Q, P, P») interseca I' almeno quattro
volte, quindi per Bézout si ha che I' & contenuta nel piano, ma questo e
impossibile perché (I') = P3.

Le equazioni della retta tangente nel punto ¢([wg, w;]) sono

wizy + wiry — 2wowrry =0
wizs + 2wizy — 3wowiz, =0’

annullando prima xg e poi x; si trovano due punti di passaggio della retta
tangente, [w§,0, —wow?, —2wi] e [0, w?, 2wowy, 3w?]; da questi si calcola il
punto corrispondente nella quadrica di Klein e la parametrizzazione della
curva:

46 3 2 9 9 9 3 4
[wg, 2wywy, 3wiwy, wywi, 2wewy, wil.

Sia C tale curva; una retta generica r di P? ha quattro intersezioni con TT,
quindi esiste un iperpiano di P° che ha quattro intersezioni con C, che quindi
¢ una quartica; e razionale perché immagine di un morfismo birazionale da
I, a sua volta isomorfa a P!.

Per questo motivo, per mostrare che C' ¢ isomorfa a P! ¢ sufficiente mo-
strare che € non singolare. Per assurdo, sia P € C' un punto singolare; allora
un iperpiano generico per P interseca C' in al piu due punti oltre P, pertanto
andando a proiettare C' da P su un iperpiano, si ottiene una curva di grado
al pitt due, quindi contenuta in un piano H per quanto gia detto sulle coni-
che. Di conseguenza, C' ¢ contenuta in P? = (P, H). Distinguiamo due casi
a seconda del rango di € := 2 NP3 (i casi non presi in considerazione sono
banali):

e se Q) ¢ un cono (figura(a)), un piano generico per il vertice lo interseca
in due rette, mentre interseca C' in quattro punti; di conseguenza, una
di queste due rette ha almeno due punti, ma questo ¢ assurdo, poiché
le rette generate da due punti di C' non possono appartenere a 2;

e se ) ¢ una quadrica rigata (figura|3(b))), si pud proiettare da un punto
generico @) di Q\C" sia 7 tale proiezione, biiettiva a meno delle due rette
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di Tg §2; sia ora r C €2 una retta generica e s I'unica retta contenuta
in Q che interseca r e passa per Q; m(r) ¢ una retta generica di P?
che interseca 7(C') in quattro punti; ma 77 (r) = (Q,r) NQ =rUs;
quindi i quattro punti possono essere solo su due rette contenute in 2
e ce ne sarebbe almeno una con due punti, assurdo. O

/

(a) 2NP3 ¢ un cono. (b) 2N P3¢ liscia.

Figura 3: C non puo essere singolare.
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5 Dalla quadrica di Klein allo spazio proiet-
tivo

La geometria é la vita reale.

Oscar Zariski

Si troveranno tutte le possibili curve algebriche C' contenute nella quadrica
di Klein costituite da rette di P> mutualmente non intersecanti, cioe curve
tali che ogni secante non sia contenuta nella quadrica di Klein.

5.1 Razionalita e grado

Se ' C 2 e una curva algebrica e per ogni coppia di punti distinti
U(r),¥(s) € C si ha (U(r),¥(s)) € 2, allora si ha anche che per ogni
retta r tale che U(r) € C, il piano tangente a 2 in ¥(r) non interseca C' in
altri punti. Con strumenti superiori si puo mostrare che questa condizione
impone che C' sia una curva razionale.

Sia ora I'; C P? la curva razionale normale di grado d nella sua immersione
canonica:

©d: P! — I, C P
d . d-1 i1 d

(wo, w1] ——  [w§, wy wy, ..., wow] T, w].
Lemma 5.1. Per ogni punto P = p4([wo, w1]) di Ty esiste un unico iperpiano
che interseca I'y in P con molteplicita d; la curva che si ottiene nel duale é
ancora una curva razionale normale di grado d.

Dimostrazione. Un iperpiano Z(Z?ZO aqyq) interseca il punto P con mol-
teplicita d se sostituendo a ¥o,...,ys la d-upla A4 X410 Apd=t ud,
I'unica soluzione ¢ [\, u] = [wg,w;]; questo significa che Z?:O a;y;, do-

o d s . .
po la sostituzione, deve essere uguale a (wou — wiA)®. Cio determina uni-
vocamente i coefficienti del piano, che risultano essere (ag,...,aq) =

(wé, —dwowd™*, ... (=) dwd wy, (—1)"wd). Sia Lp questo iperpiano,

cioe
d d
Sp=7 (> (-1)° wi
P (i:o( ) <Z~>wow1 >

Passando gli iperpiani ¥p nello spazio duale (P4)", si ha ancora una curva
razionale normale di grado d. O]
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Ora, C ¢ una curva razionale di grado d in P?, quindi esiste una map-
pa da P! a C che ha come componenti polinomi omogenei di grado d; ma
i generatori dello spazio di questi polinomi sono tutti presenti nelle compo-
nenti dell'immersione di I'y, percio esiste una proiezione dalla curva razionale
normale a C.

Se fosse d > 6, gli iperpiani tangenti a C' in P° (che sappiamo esistere
per le proprieta richieste alla curva), verrebbero sollevati dalla proiezione agli
iperpiani tangenti a I'y in P¢. Questi passerebbero tutti per lo spazio lineare
di proiezione, ma questo non puo accadere perché il passaggio per uno spazio
da almeno una condizione lineare e la duale di I'; sarebbe degenere.

Dai paragafi precedenti si ha che i possibili casi, escludendo il caso banale
della retta, rimangono coniche, cubiche, quartiche e quintiche. Si esamine-
ranno qui le curve fino al quarto grado, anche se si potrebbe dimostrare che
non esiste nessuna quintica contenuta in 2 con le proprieta richieste.

5.2 Coniche

Se C' C 2 ¢ una conica, si distinguono i seguenti casi al variare del rango di
C' e della sua posizione rispetto alla quadrica di Klein.

e Serk(C =1, C' e una retta doppia, cioe ¢ il luogo delle rette passanti
per un punto P € P? e contenute in un piano H C P3.

e Serk(C = 2, C' e una coppia di rette distinte e incidenti, quindi & il
luogo delle rette passanti per un punto P; e contenute in un piano
H, o passanti per P, e contenute in Hs; inoltre, poiché le due rette si
intersecano in un solo punto, deve essere P, # P, o Hy # Hs e la retta
(Py, Py) (nel primo caso) o H; N Hy (nel secondo) costituisce il punto
singolare.

e Se tkC' = 3 e (C) ¢ un piano contenuto in 2 relativo a un piano
H C P3, C rappresenta un insieme di rette che coprono H (in figu-
ra e rappresentata la traccia reale, che non copre tutto il piano),
infatti preso P € H, le rette per P in H formano una retta in I1g, che
intersechera C' in almeno un punto; il luogo del piano in cui passa una
sola retta di C' ¢ dato dai punti P per cui la retta in [I5 e tangente a
C, cioe ¢ la conica duale di C

e Se tkC' = 3 e (C) ¢ un piano contenuto in 2 relativo a un punto
P € P3, C rappresenta un cono € con vertice in P (figural4(b))). Il cono
¢ quadrico, in quanto presa una retta generica r C P2, in 2 il luogo
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delle rette che la intersecano ¢ un iperpiano generico che intersecato
con C' da due intersezioni, cioe r interseca due rette di €.

e Se rk C = 3 e il piano che contiene C' non e contenuto in 2, si mostra
come nel caso precedente che C' rappresenta una quadrica; inoltre con-
tiene una schiera di rette a due a due sghembe e I'unica quadrica di P?
che ammette questo comportamento ¢ la quadrica rigata (figura .

<

CIRKRKIEXS
0:0:0:0:‘:::

(a) (C) =g, (b) (C) =1IIp. (c) (C) € 2.

Figura 4: Superfici generate da coniche liscie nella quadrica di Klein.

5.3 Cubiche

Se C' C 2 e una cubica razionale normale, cio¢ una cubica gobba, allora
genera uno spazio proiettivo tridimensionale. E contenuta in una quadrica,
la restrizione di 2 a (C'); presa un’altra quadrica di (C') che contiene C,
I'intersezione tra le due ¢ una quartica contenente C', quindi C' U r dove
r ¢ una retta. Poiché le quadriche che contengono C' sono generate da tre
quadriche, si puo mostrare facilmente che per ogni scelta delle quadriche, la
retta residuale e una secante. Per questo motivo, non esiste alcuna cubica
razionale normale che soddisfi le condizioni.

5.4 Quartiche

Sia C' C 2 una quartica razionale normale, rappresentante rette che non si
intersecano in P?, e ) la superficie data dall’unione di queste rette.

Lemma 5.2. Esiste al pit una retta r C §Q tale che ¥(r) ¢ C.

Dimostrazione. Se W(r) ¢ C, per ogni suo punto esiste una retta s C €2 tale
che U(s) € C e passante per quel punto. Questo implica che ogni retta s tale
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che ¥(s) € C interseca r, da cui C' € 2N Ty £2. Se cio si verificasse per
due rette distinte, si avrebbe C' € 2N Ty ) LN Ty, £, cioe C C 2N P3.
Ma C' e la curva razionale normale di quarto grado, che nella sua immersione
canonica genera P4, pertanto C' non sarebbe linearmente normale perché
immagine della proiezione di questa curva. O

Lemma 5.3. L’unica componente di dimensione positiva di Sing(2) (cioé
lunica a meno di punti isolati) € una curva.

Dimostrazione. Preso un piano generico H C P3, HN( & una curva quartica
planare e per ogni retta r tale che ¥(r) € C, r N H & un punto: si pud
associare a ogni punto di C' un punto di HN{2; questa mappa & biiettiva per la
genericita di H e definita da polinomi, percio da luogo ad una corrispondenza
birazionale. Di conseguenza H N {2 € una quartica razionale che quindi deve
essere singolare, cioe dim Sing(H N Q) > 0; ma essendo una curva, si ha
dim Sing(H N Q) < 1, per cui le singolarita di A N2 sono un numero finito
di punti e quelle di €2 sono una curva, con al piu alcuni punti isolati. O

Lemma 5.4. Sia X la curva contenuta in Sing(Q2), allora X ¢ la cubica
gobba.

Dimostrazione. Per esclusione, si mostra che X e una cubica.

e Se deg X =1, X chiaramente non puo essere una retta quadrupla, ma
nemmeno doppia: se cosi fosse, un piano generico taglierebbe €2 in una
quartica con un unico punto doppio, che sarebbe non razionale, ma si
¢ mostrato prima che l'intersezione con un piano generico lo e¢. L’unica
possibilita e che X sia una retta tripla e €2 una superficie del tipo Z(f)
con f = f3g0+ figr, se X = Z(fo, f1). Sia r la retta Z(go, g1), allora:

—sernNX =10 (ﬁgura, un piano generico H O r incontra X in
un punto triplo, percio H N2 e costituita da r e una cubica con
un punto triplo, cioe tre rette concorrenti: almeno tre di queste
quattro rette sono contenute in C' e cio implica la presenza di
almeno due rette di C' che si intersecano;

— se rN X = {P}, allora (r, X) ¢ un piano, di conseguenza fo, fi,
go € g1 non sono linearmente indipendenti, quindi a meno di una
proiettivita, f = f3 + figo e Q & un cono quartico e come prima
ci sono rette di C' che si intersecano.

e Se deg X = 2, si hanno ancora due casi:
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— se X ¢ costituita da due rette distinte (figura r1 € T9, esat-
tamente una deve appartenere a C', mentre 'altra taglia tutte le
rette di C; sia r; quest’ultima e H il piano descritto da r; e da una
retta s # ry di C, allora H N2 ¢ costituita da r; con molteplicita
due e da s, pertanto il residuo deve essere una retta che appartiene
a (' e interseca s;

— se X ¢ una conica liscia, un piano generico H taglia da €2 una
quartica con due punti doppi, le intersezioni di X con H, ma una
quartica con due punti doppi non e razionale.

e Sedeg X >4 (ﬁgura, un piano generico H interseca X in almeno
quattro punti; le coniche del piano sono parametrizzate da cinque pa-
rametri, percio fissato un punto P € H N {2, esiste sempre una conica
Y di H passante per quattro punti di X e P. Questa conica incon-
tra () in nove punti, contati con molteplicita, quindi per il teorema di
Bézout deve essere contenuta in H N €2 poiché le intersezioni sono piu
di degQdegY = 8. Questo significa che H N ) si scompone e per la
genericita di H anche €) stesso e decomponibile in quadriche rigate o
piani, ma queste superfici non danno una quartica in 2.

no \/

H

(a) X retta tripla.

s H

(b) X conica singolare.

(¢) X quartica (o piu).

Figura 5: La curva X e la cubica gobba.

Percio 1'unica situazione possibile ¢ che deg X = 3. Si mostra facilmente che
questa cubica non puo essere planare: se (X) = H, ogni retta di H interseca
X in tre punti, di conseguenza ha almeno sei intersezioni con 2; per Bézout,
ogni retta di H e contenuta in €2 ed ogni coppia di queste si interseca. Quindi
X e una cubica non planare e per questo motivo liscia, di conseguenza X ¢

la cubica gobba TI'.

O

Lemma 5.5. Una retta contenuta in £ puo essere solo una secante o una

tangente a I'.
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Dimostrazione. Sia r C ) una retta e H un piano che la contiene; H N Q) ¢
costituita da r e una cubica D, mentre H NI sono tre punti non necessa-
riamente distinti; i punti esterni alla retta sono singolarita di D. Si possono
eliminare le seguenti posizioni:

e i tre punti non possono essere tutti contenuti nella retta perché I' non
ha trisecanti;

e non puo esserci pitt di un punto al di fuori della retta, altrimenti D
sarebbe una cubica con almeno due singolarita, quindi comprenderebbe
la retta che generano (figura [6(a)]), che a sua volta intersecherebbe 7;
nel caso che i punti coincidessero, DD potrebbe essere solo una retta
tripla e si arriverebbe alla medesima conclusione.

. / , Y

H H H

(a) Impossibile. (b) r & tangente a I (¢) r & una secante di I.

Figura 6: Una retta r contenuta in {2 € una secante o una tangente a X.

L’unico caso possibile rimane quello di un punto esterno e due sulla retta:
se questi ultimi coincidono (figura [6(b)]), 7 ¢ una tangente di I', altrimenti

(figura [6(c)) € una secante. O

Proposizione 5.6. La curva C rappresenta le tangenti alla cubica gobba.

Dimostrazione. Si denoti con V la superﬁciﬂ (in quanto contenente oc?
rette) della quadrica di Klein che contiene tutte le tangenti o secanti a I'; per
il lemmal5.5, C' & contenuta in V essendo formata solo da secanti o tangenti.

Preso un punto P € T' e proiettando da P su un iperpiano, si ottiene
una conica: questo significa che la superficie di P? data dall’unione di tutte
le rette secanti o tangenti in P € un cono quadrico, che in 2 si traduce in
una conica che genera un piano IIp C 2. Quindi, presa una secante r di I', le

12Gi potrebbe dimostrare che questa superficie & la Veronese, cio¢ il luogo delle rette
doppie se si considera P° come lo spazio delle coniche di P?2.
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tangenti o secanti che la intersecano, per le proprieta della curva, sono solo
quelle costituenti i due coni con vertice nei punti di intersezione: T,y 2NV
e costituita da due coniche non complanari che si intersecano in un punto,
cioe in ¥(r). In particolare, V' & di quarto grado.

Ora, C' & una curva di quarto grado che genera P* e contenuta in una
superficie di quarto grado, percio deve essere una sezione iperpiana, cioe
C' = X N V. Per assurdo, presa una retta r secante di I' tale che ¥(r) € C,
Ty 2NV e formata da due coniche; sia Ilp il piano contenente una delle
due. Si ha dim¥ = 4, dimIlp = 2, quindi per il teorema delle dimensioni
YNIIp e una retta, che interseca la conica in due punti. Questi due punti sono
contenuti in V' e in X, da cui segue che appartengono anche a ', ma la retta
che generano ¢ contenuta in 2, per cui in P? le due rette che rappresentano
si intersecherebbero, assurdo. Di conseguenza () ¢ formata solo da tangenti
alla cubica gobba, ma essendo un chiuso deve contenerle tutte (figura[7). O

Figura 7: La sviluppabile delle tangenti della cubica gobba.
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